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Ampliación del concepto de líneas de influencia a superficies de 
influencia con elementos finitos, en puentes de C° A° tipo losa 

Tuming of influence fine concepts into influence surface creation, using finite 
element method for slap concrete bridges 

Willi Taipe F'. 

RESUMEN 
La investigación tuvo como propósito la creación de superficies de influencia para puentes de 
concreto armado tipo losa, utilizando el Método de elementos fmitos, siguiéndose la misma 
metodología utilizada para la creación de una línea de influencia; desarrollandose una investigación 
correlacional con un diseño cuasi experimental. Para el cálculo numérico se consideró una 
solicitación constante en magnitud que varía de posición en el tiempo; de este modo, en cada 
posición que adopta la carga se resuelve la estructura y se encuentra un punto de la superficie de 
influencia, del punto y de la fuerza interna deseada. La estructura es modelada como un medio 
continuo apoyado en sus extremos y se supone que trabaja en el rango elástico y sigue el 
comportamiento de la teoría de placas delgadas; para el análisis y solución de la estructura se aplica 
MEF y un programa desarrollado en MATLAB. Presenta detalladamente el procesamiento y análisis 
del medio continuo (puente), teniéndose que, con un análisis realizado con superficies de influencia 
se obtienen fuerzas internas menores en la estructura, que cuando se analiza con el método de líneas 
de influencia. Como ejemplo aplicativo de la metodología usada, se presentan los resultados 
referentes a la creación de la superficie de influencia de deflexiones y momentos para un puente de 
concreto armado simplemente apoyado de 7m de Luz. 

Palabras clave: superficie de influencia; línea de influencia; elementos finitos. 

ABSTRACT 
The investigation had the purpose to create an influence surface for slap concrete bridges using the 
finite element method (FEM), applying the sarne methodology used for creating the influence lines. 
The working developed a correlation investigation with a mean-experimental design. 
For the numeric calculus, a constant load in magnitude was considered, but with variation in its 
position over time, in this way, in each position the load stays, the structure is resolved and the 
influence surface's point is founded, belonging to the point and the internal force for which the 
surface is required. The structure is modeled as a continuum, simple supported at its edges and 
working hito the elastic rank, and having the behavior of the thin plate's theory, for the analysis of the 
structure FEM is used and software developed in MATLAB. It is shown in detail the continuum's 
process an analysis (bridge), resulting that in the analysis using influence surface, minor values of 
Ser forces are gotten than in the analysis using influence lines. Finally, as an example, showing the 
steps follows in the investigation, a slap concrete bridge of seven meters of span is analyzed and its 
influence surface of deflections and moments are created. 

Key words: influence surface; influence une; finite element method. 

'Graduado de la Maestría en ing. Estructural. Universidad Nacional Santiago Antúnez de Mayolo, Huaraz, Ancash - Perú, 

Rey. Aporte Santiaguino 2014; 7(1): 69 - 77. ISSN 2070-836X 	69 



Ampliación del concepto de líneas 	 W. Taipe 

INTRODUCCIÓN 
Anteriormente el análisis y la mecánica del 
medio continuo presentaban muchas 
dificultades y en especial el de su cálculo 
numérico, por lo que para simplificar los 
procesos de su solución, se han hecho muchas 
simplificaciones teóricas y prácticas, de modo 
que el análisis del medio continuo y de las 
estructuras en general resulten fáciles y que los 
resultados obtenidos con dichos 
procedimientos simplificados puedan tomarse 
como confiables. 
Para el análisis de cargas móviles se desarrolló 
el método de líneas de influencia, pero ahora, 
debido a la implementación de métodos y de la 
tecnología computacional es posible el análisis 
de todo el medio continuo y por ende de ampliar 
el concepto de línea de influencia al de 
superficie de influencia de modo tal que muy 
prontamente se abandone el uso de las líneas de 
influencia. 

Los programas de ingeniería tales como 
SAP2000, ETABS, SAFE, MIDAS, etc; que 
permiten desarrollar cálculos de análisis y 
diseño de estructuras, usan en su contenido 
programático el método de elementos finitos, el 
cual no es posible modificar; asimismo la gran 
mayoría de profesionales usan dichos 
programas sin tener en cuenta de los pasos y del 
desarrollo que hace el software, ello ha llevado 
a que no se conozca el método en el cual se basa 
el análisis ya convertirlos en meros usuarios. 

La investigación muestra en forma clara el 
método de elementos finitos y una de sus 
aplicaciones prácticas, desarrollando un 
ejemplo aplicativo consistente en la creación de 
superficies de influencia siguiendo la misma 
metodología que se usa para la creación de una 
línea de influencia. 

El trabajo ha requerido la elaboración de un 
software educativo el cual es de libre acceso y 
cuyo algoritmo de programación es 
modificable a necesidad del usuario, de modo 
que los profesionales puedan alterar a 

conveniencia el software y probar diferentes 
posibilidades de análisis en cuanto a la creación 
de superficies de influencia. 

MATERIALES Y MÉTODOS 
El estudio según su grado de abstracción es 
aplicativo, debido a que utiliza la información 
que ya se tiene al respecto y trata de ampliar los 
conocimientos en su respectivo campo. Según 
la naturaleza de los objetivos es correlacional, 
porque relaciona variables, en este caso las 
fuerza internas en la estructura con la 
solicitación móvil. Según su enfoque es 
Cuantitativo, toda vez que para la ampliación 
del concepto de línea de influencia a superficie 
de influencia y el cálculo de las fuerzas 
internas, se hace uso de las matemáticas. 
El trabajo tiene como población de estudio y 
análisis los puentes tipo losa simplemente 
apoyados, la muestra para la construcción de 
las superficies de influencia la constituye un 
puente tipo losa de 7m de luz de concreto 
armado, constituyéndose esta en una muestra 
no probabilística. 

Se utilizó la recopilación y análisis de datos 
como instrumento de recolección de 
información, revisándose la bibliografía 
relacionada a Mecánica de materiales, puentes, 
líneas de influencia, teoría de elementos 
finitos, programación, normas, etc. 

Se supone al continuo simplemente apoyado y 
que trabaja dentro del rango elástico; para la 
función de forma en el método de elementos 
finitos se ha considerado una de forma 
Polinomial y elementos rectangulares. El 
análisis de los datos se realizó por medio de un 
programa computacional, el mismo que fue 
desarrollado en MATLAB. 
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RESULTADOS 

1. Linea y superficie de influencia de flechas 
Como aplicación práctica del estudio, se crea la superficie de influencia de deflexiones y momentos 
para un puente tipo losa de Concreto Armado simplemente apoyado de 7m de Luz y 3.60m de ancho 
de calzada. 
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Figura 1. Geometría del ejemplo de aplicación 

fe 	= 2800 tri/m2 

E 	= 2509980 tn/m2 

11 	=0.2 

G 	= 1045825 tn/m2 

Figura 2. Línea de influencia de deflexiones para el punto medio de la losa 
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Figura 3. Superficie de influencia de flechas para el punto medio del puente: 

Figura 4. Superficie de influencia de flechas para el punto x=3.5, 3=0.45. 

2. Linea y superficie de influenca de momentos 

LINEA DE INFLUENCIA DE MOMENTOS 
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Figura 5. Línea de influencia de momentos para el punto medio de la losa 
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Figura 7. Superficie de influencia de momento flector (Mx), para el 
punto x=3.5, y=0.45 
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Figura 6. Superficie de influencia de momento flector (Mx) para el 
punto medio del puente 
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Tabla 1. Cuadro comparativo de resultados numéricos obtenidos 

Punto Medio 
x=3.5, y=1.8 

Extremo 
x=3.5, y=0.45 

Línea. Int FLECHAS -3.51E-04 -3.51E-04 

Línea. Inf. MOMENTOS -1.75000 -1.75000 

Sup. Int FLECHAS -3.47E-04 -5.70E-04 

Sup. Int Mx -0.66140 -0.96060 

Sup _Int My -0.34850 -0.22160 

Sup. Inf SAP FLECHAS -3.46E-04 -4.65E-04 

Sup. Inf. SAP Mx -0.62460 -0.74840 

Sup. Int SAP My -0.30940 -0.09000 

La tabla 1, muestra los resultados numéricos obtenidos en el estudio, las dos primeras líneas 
muestran los resultados obtenidos con líneas de influencia tanto para el punto medio y punto 
extremo central del puente, las tres siguientes líneas muestran los resultados obtenidos con el 
programa creado también para los puntos medio y extremo, del mismo modo las tres últimas líneas 
muestran los resultados obtenidos con el programa SAP2000 también para los puntos mencionados. 

Si consideramos como el 100% los valores obtenidos con las líneas de influencia tendremos la 
siguiente tabla 2, la cual muestra la variación porcentual de valores de los resultados obtenidos. 

Tabla 2. Cuadro comparativo de resultados numéricos obtenidos en porcentaje 

% Variación 
x=3.5, y=1.8 

% Variación 
x=3.5, y=0.45 

Linea. Int FLECHAS 100% 100% 

Linea. Inf. MOMENTOS 100% 100% 

Sup. Int FLECHAS 99% 162% 

Sup 	Mx 38% 55% 

Sup In My 
Sup. Inf. SAP FLECHAS 99% 132% 
Sup. Inf. SAP Mx 36% 43% 

Sup. Int SAP My 

DISCUSIÓN 
Para la creación de las superficies de influencia 
se ha seguido la misma metodología aplicada 
para la construcción de líneas de influencia, 
(Hutton, 2004) esta consiste en hacer variar la 
posición de una carga unitaria a lo largo de una 
línea que representa la luz del puente, de este 
modo en cada posición "x" que adopta la carga 
se obtiene el valor de la función "y" de fuerza 
interna y del punto requerido, con lo cual se 
tiene los puntos (x, y) para la gráfica de la 

función. La solución del sistema con carga 
unitaria se realiza con la teoría de la Resistencia 
de Materiales. 
Para el caso de superficies de influencia la carga 
unitaria adopta ¡aposición no solo a lo largo de 
la luz del puente, sino también a su ancho, con 
lo cual se tienen tres puntos (x, y, z), la 
coordenada "x" define la posición en el largo 
del puente, la coordenada "y" defme la posición 
en el ancho del puente y la coordenada "z" 
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defme el valor de la función de fuerza interna, y 
que cuya superficie se desea construir. Es claro 
que ahora la representación del puente no es una 
línea, sino un plano (continuo), y que para su 
solución es necesario hacer ciertas 
suposiciones, las que ayudan a modelarlo y 
resolverlo. 
Estas suposiciones son realizados tanto en el 
material como en su comportamiento; en 
material se considera que el concreto es un 
material homogéneo e isotrópico (Mcguire, 
2000) ; en comportamiento se ha supuesto que 
trabaja en el rango elástico y que es una placa de 
Kirchoff; con lo cual es posible su análisis y 
solución pero esta vez aplicando la teoría de la 
Elasticidad y el método de Elementos Finitos 
(Kattan, 2008). 
Para la solución de la estructura y el trabajo con 
elementos finitos se ha desarrollado un 
programa académico, el cual está escrito en el 
programa MATLAB, teniéndose que el tiempo 
en la solución del sistema es considerablemente 
grande (3 minutos en promedio), lo cual indica 
que el algoritmo planteado no es eficiente, sin 
embargo es capaz de lograr los objetivos 
planteados y, debido a su carácter libre este 
puede ser mejorado y modificado a criterio del 
usuario; así como pueden ser libremente 
extraídas ciertas partes del programa para su 
incorporación a otro algoritmo. 
A continuación se señalan los aspectos más 
importantes de la variación de las superficies de 
influencia de flechas y momento flector para los 
puntos A (medio) y B (extremo). 
A) Superficie de flechas y momentos para el 
punto medio del puente. (x=3.5, y=1.8). 
Observando la figura 01, la línea de influencia 
de flechas para el punto medio del puente tiene 
la forma cilíndrica, simétrica a ambos 
extremos, la que es coincidente con la 
superficie de influencia para el punto medio de 
la losa (3.5, 1.8) figura 02, variando muy poco 
en el valor numérico de la máxima flecha (1% 
de variación). 
La linea de influencia de momentos (Mx) figura 
05 tiene forma triangular, teniendo los dos 
primeros vértices al inicio y fin del puente, y el 
tercer vértice en el punto medio, siendo la 
pendiente al tercer vértice constante. La 

superficie de influencia figura 06, no guarda 
una pendiente constante al tercer vértice, si no 
que aproximadamente a un metro antes y un 
metro después del vértice este se modifica, 
haciéndose más pronunciada, lo cual indica que 
los puntos cercanos al punto medio toman 
mayor momento. En cuanto al valor numérico 
del momento flector, la superficie de influencia 
tiene un valor (-0.66140) comparado con el 
valor de la línea de influencia (-1.7500), 
resultando una variación de (62%). 
B) Superficie de flechas y momentos para el 
punto extremo del ancho del puente. (x=3.5, 
y=0.45). 
La línea de influencia para el punto (x=3.5, 
y=0.45), es la misma que para el punto (x=3.5, 
y=1.8) ya que por las limitaciones de la 
Resistencia de Materiales no hay diferencia en 
la gráfica tampoco en el valor numérico cuando 
la carga está en un extremo o cuando está en el 
medio del ancho del puente (Barker, 2007) ; por 
lo cual los valores numéricos serán los mismos 
sea cual fuera la ubicación de la carga dentro del 
ancho. No sucede lo mismo con la superficie de 
influencia de flechas o momentos. 
La superficie de influencia de flechas para el 
punto (x=3.5, y=0.45) figura 04, muestra que la 
forma cilíndrica se acentúa en las proximidades 
del punto del cual se construye la superficie de 
influencia, atenuándose la forma cilíndrica a 
medida que se aleja del punto; en cuanto al 
valor numérico este resulta mayor en un 62% 
que la que se obtiene con una línea de 
influencia. 
La superficie de influencia de momento, figura 
07, muestra que la forma triangular indicada 
para la posición central, se mantiene en las 
proximidades del punto del cual se construye la 
superficie de influencia, cambiando 
progresivamente a una forma cilíndrica a 
medida que se aleja del punto de interés, el valor 
numérico resulta menor en un 45% con 
referencia a la obtenida con líneas de 
influencia. 
El aumento en el valor de las flechas y 
disminución en el valor de los momentos 
flectores (Mx), obtenidos con las superficies de 
influencia, se explica al hecho de que las 
superficies de influencia toman en cuenta al 
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aporte de rigidez ya que por su condición de 
extremo no cuentan con elementos que lo 
soporten en todo su contorno; por ende las 
deflexiones se hacen mayores y los momentos 
disminuyen. 
Asimismo en la solución del sistema del 
continuo, pueden calcularse los momentos 
flectores en el eje "Y" (My), cuya forma y 
valores no pueden ser comparados con las 
líneas de influencia ya que representan 
conceptos totalmente diferentes, sin embargo 
pueden ser comparados con la forma y los 
valores obtenidos con el programa SAP2000; 
resaltando que los resultados obtenidos con el 
programa SAP2000, no son propiamente una 
superficie de influencia sino una proyección en 
el plano. 
Otro aspecto importante a resaltar es que la 
variación de los resultados obtenidos con líneas 
de influencia y superficies de influencia está 
entre los rangos de 1% a 62% para flechas, y de 
45% a 62% para momentos; lo que indica 
claramente que hay una variación considerable 
cuando se utilizan métodos más refinados en el 
análisis de estructuras 

CONCLUSIONES 
Es posible la creación de superficies de 
influencia siguiendo la metodología clásica 
para la creación de líneas de influencia, sin 
embargo la solución del sistema en este caso 
(superficie de influencia) se complica, por 
lo que se deben utilizar métodos de análisis 
más sofisticados. 

Un método que permite resolver la estructura 
y poder crear una superficie de influencia es 
el Método de Elementos finitos (con ciertas 
suposiciones y restricciones), para ello es 
necesario de la ayuda de un computador y un 
lenguaje de programación, lo que implica la 
obligatoriedad de desarrollar un algoritmo 
computacional. 

La creación de superficies de influencia 
puede ser hecha para reacciones, 
deflexiones, momentos, cortantes etc. 
Teniéndose en cuenta que las variables que 

intervienen en el cálculo de las mismas 
deben estar representadas por la función de 
forma planteada, debido a que la función de 
forma es la base de los elementos finitos; 
(Logan, 2007) como muestra, se han 
desarrollado las superficies de influencia de 
deflexiones y momentos flectores. 

La diferencia que se obtiene al comparar los 
resultados obtenidos con líneas de 
influencia y superficies de influencia varían 
entre los rangos de 1% a 62% para flechas, 
siendo mayores en las superficies de 
influencia; y de 45% a 62% para momentos; 
siendo menores en la superficie de 
influencia. Dichos valores muestran que la 
variación es considerable, debiéndose 
principalmente estas al aporte de rigidez de 
los elementos que se consideran en el 
análisis. 
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