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Existencia y aproximacion de soluciones para el modelo atmosférico
de precipitaciones pluviales

Existence and approximation of solutions for the atmospheric rainfall model

Juana Idelza Zavaleta Gomez.!, Obidio Rubio Mercedes.’

RESUMEN

Trata sobre la existencia de soluciones del modelo matematico atmosférico de precipitaciones
pluviales, que es un sistema dindmico espacio-temporal, conformado por ecuaciones diferenciales
parciales no lineales que representan a las leyes fisicas: conservacion de masa, conservacion de
cantidad movimiento y conservacion de agua; la ley de conservacion de agua permitio determinar las
precipitaciones en estado solido y/o liquido. En primer lugar se presenté las ecuaciones diferenciales
parciales que gobiernan la evolucion atmosférica y se formul el problema matemético a resolver,
luego usando las herramientas del analisis funcional se formuld variacionalmente el problema
matematico con el fin de hallar soluciones débiles en un tipo de espacios de Solebov. Las soluciones
débiles se obtuvieron como limite de soluciones aproximadas, las cuales se generan utilizando el
método de Faedo Galerkin.
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ABSTRACT

It is discussed on the existence of solutions of atmospheric mathematical model of rainfall was
made, which is a space temporal dynamic system, consisting of nonlinear partial differential
equations representing physical laws: conservation of mass, conservation of motion quantity and
water conservation; water conservation is to determine precipitation in solid and / or liquid state.
First deducting equations from conservation laws the mathematical problema was formulated, then
using the tools of functional analysis variational was formulated the mathematical problem to find
weak solutions to a type of spaces Solebov. Weak solutions was obtained as approximate limit of
solutions, which are generated using the Facdo Galerkin method.

Key words: Atmospheric model rainfalls; conservation laws; variationnal formulation;
Faedo Galerkin method; Sobolev's space.
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INTRODUCCION

El modelado de la dindmica atmosférica y
prediccion del tiempo es un problema
matematico de valor inicial, basado en
ecuaciones diferenciales parciales no lineales
que son producto de las leyes fisicas y
termodinamicas. Las ecuaciones generales que
rigen la dinamica de fluidos son: ecuacion de
conservacion de masa, cantidad de
movimiento, conservacion de energia,
conservacion de agua y conservacion de gases y
aerosoles, el detalle en (Pielke, 2002) y (White,
1991) con variables meteorologicas, como:
velocidad del viento, presion atmosférica,
temperatura, humedad, contaminacion. Estos
modelos constituyen la formulacion
matematica de los procesos atmosféricos de la
superficie terrestre y ocednica, desarrollados
para simular y predecir el comportamiento de la
atmosfera a través de condiciones iniciales y
condiciones de contorno especificas.

En la investigacion se construye y estudia el
modelo matematico atmosférico de
precipitaciones pluviales, que es un sistema
dinamico del espacio en relaciéon al tiempo,
conformado por las ecuacion de: conservacion
del agua (liquido y s¢lido), ecuacion de
continuidad y de conservacion de cantidad de
movimiento:; las dos tltimas son conocida
como ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos
incompresibles (Movilla, 2010 y Temam,
1995). Estas conforman un sistema de
ecuaciones diferenciales no lineales aplicadas
para modelar el comportamiento del fluido, las
leyes de conservacion constituyen problemas
complejos que son relevantes desde un punto de
vista matematico, dado que, presentan
caracteristicas importantes que motivan su
estudio en la obtencion de resultados como:
existencia, unicidad, regularidad y soluciones

MATERIALESYMETODOS

Materiales
Espacios de Sobolev
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explicitas. Un problemas clasico de éste
sistema, es la existencia de soluciones
regulares globales para las ecuaciones en el
espacio tridimensional, que es un problema
abierto, lanzados por la Fundacién Clay
(Francia, 2000).

La importancia fisica del estudio de las
ecuaciones de Navier-Stokes, radica en su
aplicacion en diversas areas, que van desde
previsiones meteorologicas hasta simulaciones
fisicas hidrodinamicas. Se utilizan para
modelar problemas que involucran el
movimiento de un fluido (liquido, gaseoso), por
tanto, se piensa en el movimiento de gases,
masas de aire, masas de agua, corriente
marinas, flujo sanguineo. Fisicamente surge al
aplicar la segunda ley de Newton a un elemento
de masa sometido a la interaccion de fuerzas, en
las que interviene la presion y las fuerzas del
cuerpo, como: rozamiento y gravedad,
considerandose también las condiciones de
conservacion de masa, que debido a la
incompresibilidad del fluido se convierte en
divergencia nula. Se sabe de trabajos
desarrollados para obtener soluciones
aproximadas mediante métodos numéricos y
con esquemas de discretizacion en elementos
finitos y diferencias finitas (Temam, 1977 y
Rubio, 2008), trabajos para demostrar la
existencia de soluciones fuerte en el plano y
soluciones débiles en el espacio y tiempo
(Guermond y Quartapelle, 1998 y Temam,
1995), estos trabajos fueron fundamentales en
el desarrollo de la investigaciéon, dado que
presentan caracteristicas similares. En la
investigacion se demostré la existencia de
soluciones débiles aproximadas del problema
matematico mediante la formulacién
variacional y el método de aproximacion de
Galerkin.
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Sea p unnimeroen: 1< p<ow, meZ", el espacios de Sobolev W™”(€)) es un espacio de
funciones L”(Q) cuyas derivadas en D'(Q), de orden menor o igual a m, estan también
definidas en L7 (Q), es decir:

Q)= {uel’(Q)/D'ue l/(Q), Yo [a]<m },con norma:

1p
iy =| 210 | <0
w"r () L(R) P

o Jem
Desigualdades importantes.

Teorema 1. (Desigualdad de Cauchy Schwarz) sean wu,v € E espacio de Banach, entonces:

e} = el

Teorema 2. (Desigualdad de Poincaré) sea €2 un dominio acotado en R”, entonces existe

una constante A >0 tal que: A ||u|| = ||Vu|| Vue Hy(Q)

2(Q) 11(Q) = ||u”.!1",(9;

Teorema 3. (Desigualdad de Young) sean a,h>0, p,q>1, L + L =1, entonces:

P q
ab< a_+b_
2

Teorema 4. (Desigualdad de Holder), sea Q una region limitada en R".

fel’(Q),gel’'(Q); p,g>1talque: ﬁ+é =1, entonces:

ot pre] fure]

Demostracion de los teoremas (Brézis 1984)

Teorema 5. (Desigualdad de Gronwall) sea o(1)eC'(Q)cona,B >0, tal que
@' (1)+a@(t) <P, entonces: O(7) <p(0)e ™ +g(1 -e )

Métodos

Método variacional

El método variacional, consiste en conseguir otra formulacion a partir de la formulacion clasica, de
laque se propone una solucién denominada solucion débil.
Problema matematico de precipitaciones pluviales.
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Asumiendo un fluido en una region Q< R’ para la representacion Euleriana del flujo de este
fluido, se consideran funciones u(x,7), p(x,t) y g,(x,t)que representan a la velocidad,
presion y precipitacion respectivamente; con x=(x,X,,x;) en Qy reR. Ademas
u(x,t)=(u,(x,1), u,(x,1), u,(x,1))es la posicion de la particula fluida en un tiempo #>0 y
si el fluido es Newtoniano entonces u(x,?), p(x,f) y g,(x,t)estan gobernadas por:

ecuacion de conservacion de movimiento, ecuacion de conservacion de masa y ecuacion de
conservacion de agua. Con condiciones iniciales suficientemente suaves, condiciones de
frontera tipo Dirichlet homogéneas. Por tanto el problema consiste en hallar u(x,7), p(x,t)

y q,(x,1) tal que:

2—?+(ﬁ.V)ﬁ—vAﬁ+Vp+2@xz}‘:f VxeQ, >0
Vu=0 xe Q
aq, 7 . - g

() 175, T Gy —C, DG =0, VxeQ, t>0

u(x,0)=u,(x) VxeQ
q,(x,0)=¢q,(x) VxeQ
u=0,¢q,=0 VxedQ

1) o= +(#.V)ii —v Aii + Vp+2wxii = f es la conservacion del movimiento del fluido.
4

ii) V.u=0 ecuacion de continuidad para fluidos incompresibles, esto es, la densidad es

constante.

- - ) ~ ’
iii) La ecuacion de conservacion de agua % +i.Vg,-c,Aq, =S, n=12, de variable
/ : 3

dependiente ¢, (x,7)representa a las precipitaciones, definidas como un conjunto de
particulas de constitucion de agua en estado solido o liquido en suspension o caida libre
en la atmosfera.

Espacios de funciones test. Sea Q) — R’, con condiciones de adherencia fijas en la frontera,
es decir; u=¢=0 en 0Q y sea un fluido en la regién Q. Las funciones test ve&,(£2)

funciones vectoriales regulares con divergencia nula con soporte compacto en €2 y funciones
test escalares a €(,(€2).

£,(Q)={reCr(Q R)/V.v=0 }

Co(Q)={u e H' (Q)/a =0 end Q}

J,(Q) es el espacio de funciones test para el problema matematico.
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Proceso de la formulacién variacional del modelo.

Sean v funcion vectorial con soporte compacto en Q conV.w=0 y a funcion escalar
regular con valores de cero en la frontera de Q. Multiplicando las ecuaciones del modelo
por las funciones test respectivamente, se tiene:

aa—u.v+ NV Yuv—-v Auv+Vpy+2(wxu)v=fv ve&,(Q2)
ot

0
a—‘f.a +@V)g.a—c,Aqa=5,a o e, (Q)
Sumando las ecuaciones e integrando en (.

Ia—u.v dx + I(u.V)u.v dx— UJAu.v dx + IVp.v dx + 2I(u:xu).v dx+ja—q. o dx +
Q at Q Q Q Q Qar

e

B3
a b

j(u.V)q.adx—cq_[Aq.adx=ISq.adx+jf.v dx (1
Q Q Q Q

Aplicando la identidad de Green en (a),(b) y(c) en la ecuacion (1), se obtiene la

formulacion variacional en forma diferencial.

QE.vdx%-Jg—?. o dx+j(u.V)u.vdx+ J.(_u.V) g.o dx—UjVu.Vu dx+ ZWJ‘(']'xu). vdx
Q Q Q Q Q

s, Ot

~ch‘Vq.V0t dx=_[Sq.0tdr+ J-f.vdx (2)
Q Q Q2
En la ecuacion (2) utilizando notacion de producto interno y con el fin de obtener expresiones
mas sencillas se obtuvo la formulacién variacional.

0
[a—f, ZJ +b(g,g,2)+K (g, 2y T 2WLE, 2) y o) = (f s Dy V2 € J,(Q)
Hy ()

g(x,0) = g,(x) ()

RESULTADOS
Para la demostracion de la existencia de soluciones débiles, se utilizaron teoremas de
compacidad, la aplicacion del teorema de Temam y espacios de Sobolev.

Teorema 6. (Temam, 1982) Sean E|y FE,espacios de Banach, £ c E, con inmersion

compacta. Si {g”} una sucesion acotada en L'(0,T;E,)y acotadaen L"(0,T,E,), p>1lysi

s

T=h
lim sup J.
0

h=0

g™ (t+h)- g'"(t)“k_ﬂ dt =0.entonces {g"} es precompacta en L"(0,7T,E,)

Espacios de Sobolev. En un espacio de Sobolev, cuando p=2, se denota
Wm0 =H™ (LX)

e ()= {f Q—>R medible/ﬂf(x)r < ao}
° H:,(_Q)={H€HI(Q)/II =0 enE}Q}
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DISCUSION
Existencia de soluciones débiles del modelo matematico
En esta seccion se demuestra la existencia de soluciones débiles del modelo matematico en
la formulacion variacional.
En la ecuacion (3) el término no lineal b(g, g',z), para funciones regulares u € (C;(Q))’
con g,ze(Cr(Q)" es definido como:
4 3
1 a i
b(g.g', z) =I((g-Vg)-Z)dx= > X fg, St j
Q =1 Q 0x;

: i

J=1

Aplicando la desigualdad de Holder, se tiene:
|b(g, & z)| < l[g ') “g”Hgm) ”Z”L“(m
Se tiene que ¥, < (H,(Q))* = (L'(Q))*, en particular b(g,g',z) esta bien definido en
Fo Py 1 ¥,
Método de aproximacion de Galerkin
J,(Q2) es un espacio vectorial separable y denso en H, entonces es posible considerar una

base ortonormal {z A }; de H, formado por elementos de J,(Q). Para cada m € N se define

el subespacio vectorial:
J{,"(Q)=Span{z,,zz,...,zm} ms<n
Este es una familia de subespacios creciente y denso en V,. Se define una solucion

aproximada g" :[0,7]— J; (Q), la cual tendré la forma.
g" (=2 B0z
k=1
Y debe satisfacer el problema aproximado
d m m m m
— ("), 2), +b(&"(0), £"(1), )+ K (&" (1), 2}y, +

(PA)] 2MLE"(0),2)y, = (f+2)y, ~ VZEJZ(Q)
g"(0)=g" t=0

Para resolver el problema aproximado (PA) es suficiente determinar los coeficientes para las
soluciones aproximadas g"(¢)es decir B(¢) =(B,(?),B,(?),.... B, (¢)) . Remplazando

g"()= Z B, (t)z, en el problema (PA) se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales
k=1
ordinarias de la forma:
(PO){s O=FB@) >0
pO)=28

Aplicando el teorema de Picard o de Peano se obtiene la existencia y unicidad local de

n

soluciones del (PO), es decir, existe 7, =T(m, g,')tal que B(r) existe V¢ <[0,7 ] de esa

manera existe solucion local g”(¢) del (PA)y g” €C'([0,7,1;J7 ().

Estimativas a priori
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= Estimativas a priorien J
En la desigualdad (5), se integra en el tiempo:

" 2 . L - 2 T
ls" o, ~le" @], +&» j e, @t <17,

2 7
Ho AK

! " R
Krfle" @], dt <" @], =171,
0

Ya se ha visto que g es acotada uniformemente en /y para un 7 fijo resulta:
&
Kr[g" @] di<c (7
0

Entonces {g"'(t)} es acotada uniformemente en L*(0,7,V,) Vt>0

= Estimativas a priori para paso en el tiempo.
Integrando en el tiempo de ¢+ @ ¢+ h en la ecuacion débil aproximada (5)

|(g"(t+h), 2),, —(g" (1), 2),, | <

j {F.2), —K(g"(1). 2),, —b(&" (1), g" (1), 2)+2w(Lg" (1), 2)y, Yelt

Aplicando la desigualdad de Cauchy Schwarz, desigualdad triangular, desigualdad de
Poincaré, desigualdad de Holder e inmersiones de Sobolev.

|(gm(t +h), 2, =(g"{®), z)h." ‘ < {clh+c2h""’2 +c_,h” }ﬂz{
<G|,

Y

m

Tomando el supremo en z €.J;"(€2) con ”z“l,U =1, entonces
|(g"(t+h).2),, —(8"(1),2),, | <G, Vre[0,T,] y VmeN (8)
En particular, si z=g"(t+h)—g"(t) e J;

(g7 (t+ )= g" (), " (t+ )= g" (1), | < C" |g" (1 + )~ g" (1),

Integrandoen 7 de 0a T-—-h
T=h

, T-h
! lg”(t+m)- g’"(r)”;n dr < C, { |

T-h

(1-Cy) [ g+ m- g'"(l‘)”i dr <0
0 =

g"t+h)-g"0f <ch|g"e+h-g @),

g" e+ h)~g" (), dr

T—h
limsup I |
0

h=0

g"(1+h)— g”’(t)”i dt =0

Se cumplen las hipotesis del teorema de Temam g"(f) es precompacta en 0.1, H)

entonces g” (1) — g en L'(0,T,H,).
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CONCLUSIONES

J. Idelza

I. Con el método de Faedo-Galerkin se obtuvo el problema aproximado sobre el cual se
logro demostrar soluciones aproximadas finito dimensionales a partir de coeficientes
B (1), de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

2. Se demostro la existencia de soluciones débiles del modelo matematico en espacios de

Sobolev H y 7, esto es:

3gel”(0,000H,)NL(0,T,V,)n[*(0,T,H,), tal que:

g"——>gel(0,m;H,)
g" ——gel’(0,T.V,)
g —>ge LE(O,T,HO)
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