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ESTABILIDAD ASINTÓTICA EN EL ESPECTRO DE UN SEMIGRUPO 
FUERTEMENTE CONTINUO. 

Asymptotic stability in the spectrum of a strongly continuous semigroup 

ALEXANDER PACHECO CASTILLO', MIGUEL ÁNGEL YGLESIAS JÁUREGUI2  

RESUMEN 
El presente trabajo de investigación es un estudio 
de la estabilidad asintótica de las soluciones del 
Problema Abstracto de Cauchy dado por la 
ecuación diferencial de primer orden 

fue  (t) = Au(t) 
6(0) = f 

donde 41: D  (A) c x -4 X  un operador lineal cerrado 
densamente definido sobre ur a n` "` " Banach 

f E D(A) 
X, con la condición inicial 	 . Las 
solucionac sial nrpblema planteado son de la 

forma 
t 1-> T (t) f , donde T(t) es un operador 

lineal acotado definido en X 
Juntado todos los opervinnie nt) con t > O en un 

conjunto denotado por 
{T(t)}tl° ,éste es llamado 

Semigrupo Fuertemente continuo o también 
Semigrupo de Clase Co. Lo importante en 

semigrupos de clase Co. es que el operador A 

genera el semigrupo, y dicho operador se 
^^-^^-1- como la derivada de la aplicación 
t 	T(t)f 

,es por esto que e
T 

p llan"An generador 

infinitesimal del semigrupo 
{(t)}„0. 

Cuando se 

	

	-otudio de los espectros del 
{T (tnt »o- y semigrupo 	 del generador A, se 

confirma que éstos están relacionados mediante 
los Teoremas de Mapeo Espectral, es por esto que 
el estudio del espectro de un semigrupo es 
realizado mediante el estudio del espectro de su 
generador. Los resultados obtenidos nos 
demuestran que hay distintos tipos de estabilidad 
asintótica cuando el espectro del generador está 
contenido en el semiplano izquierdo de los 

números complejos. 

ABSTRACT  
The present investigation work is a study of the 
stability asymptotics of the solutions of the 
Abstract Cauchy Problem given for the 
differential equation of first order 

1121(0 = Au (t) 

(u (0) = f 

where 
ito(A)cx -)x is an densely defined closed 

operator oyi uninch space X, with the initial 

condition 
f E D (A) 

The 0-1-14  ^^ ^fthe outlined 

problem are fimctions 
	
, where T(t) 

is a bounded linear operator defined in X 

In"na au the operators T(t) in a set denoted by 
I{T(t)}t,0 , it is called Strongly continuous 
semigroup or also Semigroup of Class Co. The 

important in semigroups of class Co is that the 

operator A is the generator of the semigroup, and 
this operator fuzihnurse as the derived of the 

t 1-> T (t) f 
application 	, is for this reason that is 

called the ;-n -nn hasimal generator of the 
{T(t)},10. 

semigroup 
When one maleao faa atudy of the spectrums of 
the semigroup 

(T(t)}t,o. 
and of the generator A, 

we find that these are related by means of 
Spectral Mapping Theorems, is for this reason 
that the study of the spectrum of a semigroup is 
made by means of the study of the spectrum of 
their generator. The obtained results demonstrate 
us that there is different types of asymptotic 
stability when the spectrum of the generator is a 
subset of the left half-plane of the complex 

numbers. 
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INTRODUCCIÓN  
Una herramienta matemática importante para 
describir procesos naturales (físicos) dependientes 
del tiempo, es el semigrupo de operadores lineales. 
Por ejemplo, el proceso físico de conducción de calor 
en algún medio de difusión es descrito por la 
ecuación diferencial: 

í u'(t) = Au (t) 

u(0) = u 0  

donde A:D(A) a X —4 X es un operador lineal sobre 
un espacio de 1BanachX, con la condición inicial 
u0  E D (A) Ver Dautray y Lions [4]. 

Los teoremas sobre existencia y unicidad de 
soluciones para ecuaciones diferenciales ordinarias y 
parciales se obtienen de la formulación dada en (1), y 
el estudio de su solución corresponde a formular 
ecuaciones de la forma: 

(11 — Mit = V 

donde A un operador lineal cerrado sobre un 
espacio de Banach X, v E X fijo y), E c Ejemplo el 
problema de Dirichlet: 

axl, axl 
u = 0, sobre an 

conn .< 0,1 >X< 0,1> y e L2(< 0,1 >x< 0,1>)y2Ete 
La solución de problemas de la forma (3), o de la 
forma (2), se reduce a determinar condiciones bajo 
las cuales el operador (2‘i — A) es inversible en el 
espacio de Banach X, donde el operador A está 
definido, todo esto corresponde a la teoría espectral 
de operadores. Cuando Xes un espacio de dimensión 
finita, la teoría espectral corresponde al estudio de 
autovalores de matrices. Ahora, si Xes un espacio de 
dimensión infinita, la generalización de autovalores 
para operadores lineales cenados y el estudio de 
estos, permite obtener información acerca de la 
existencia y la unicidad de la solución del problema 
de la forma (2). Ver Dunford y Schwartz [5], E. 
Kreyszig [6], A. Pazy [8]. Asimismo R. Martin [7] en 
su paper "Aplications of semigroups theory to 
reaction-diffusion systems" realiza un estudio de 
como la teoría de semigrupos puede ser aplicada a las 
ecuaciones diferenciales, para determinar el 
comportamiento de las soluciones (sin conocer éstas) 
en problemas de difusión- reacción, para lo cual es 
necesario utilizar la noción de espectro de un 
operador. 
Con estos resultados, resulta importante analizar 
como la teoría espectral de un semigrupo fuertemente  

continuo, puede ser aplicada en la solución de 
diferentes tipos de ecuaciones de difusión- reacción, 
pero más importante es determinar a priori el 
comportamiento de éstas (estabilidad). Por ello, el 
estudio del espectro de un semigrupo fuertemente 
continuo está conducido a determinar el lugar del 
plano complejo donde se obtiene estabilidad 
asintótica de las soluciones. Un semigrupo 
fuertemente continuo consiste en una familia de 
operadores lineales acotados 

.[T(t) : t E [0, +00 >}tal que: 

T(0) = / 
T(s + t)= T(s)T(t),Vs, t E R+  

t 1-1  T(0 es continuo con respecto a la 
topología fuerte, sobre el espacio de operadores 
lineales acotados. 
En base al trabajo de Greiner y Nagel [1]; vemos que 
el espectro de un semigrupo se obtiene en función del 
estudio de su generador que es un operador lineal 
cenado, en otras palabras el espectro del generador 
determina el comportamiento del semigrupo. 

MATERIAL Y MÉTODOS  
El material utilizado en el presente trabajo de 
investigación es de carácter bibliográfico. El método 
ha consistido en utilizar la información bibliográfica 
acerca de los semigrupos de clase Co. y de su 
generador. En este estudio se consideró el Teorema de 
Hille-Yosida, por caracterizar a esta clase de 
semigrupos y relacionar su generador con el espectro, 
y usando el método deductivo se caracterizó las 
propiedades que tiene el espectro de un semigrupo. 

RESULTADOS Y DISCUSIÓN 
Los resultados del trabajo de investigación han sido 
obtenidos a través del proceso de formulación y/o 
demostración de los Teoremas, todos ellos referentes 
al estudio de la estabilidad (comportamiento 
asintótico) de las soluciones T (.)f del problema de 
valor inicial: 

(t) = Au(t) + F (t) 
t u(0) =f 	 En este caso, A es el 
generador del semigrupo {T(t)}t>s)  sobre el espacio 
de Banach Xy u(.) es una función de TEr con valores 
en X. 
A.- En el caso Homogéneo (p(t) = 0): 

1. Que la cota de crecimiento co(A) sea negativa, 
equivale a la cota espectral S (A) también 
negativa, asimismo el espectro aproximado 
Ao-(T(t0)) se encuentra en el interior del 

78 
	

Aporte Santiaguino 1 (1) 2008 



Estabilidad asintótica en el espectro de un semigrupo fuertemente continua. 

círculo unitario 121 < 1 2. E C, para algún to> O 
La importancia de este resultado radicó, en que co 
(A) negativo implicaba que las soluciones T (t) f 
eran uniformemente estables, es decir: 
IlT(0)"11 -> 0 cuandct co Vf e x 
Asimismo, este tipo de estabilidad se podía 
determinar a partir del espectro aproximado en el 
interior del círculo unitario. 
La integral frall e -az' (Of II dt existe para 

cualquier f E X , si el conjunto formado por los 
números complejos 2, es un abierto del semiplano 
derecho de C. 
La existencia de soluciones para el problema de 
valor inicial están condicionadas por la existencia 
de la integral frit e -"T(Of dt . Como se 
puede ver, es necesario que la parte real de a sea 
positiva. 
Para cualquier Á E Po-(A) u Ra (A) se obtuvo 

que S(A) O y Re 2.<0. 
En este caso el espectro puntual 13(4A) y el 

espectro residual Ra(A) están contenidos en el 
semiplano izquierdo del plano complejo e y la 

cota espectral 5(A) es menor o igual que cero. 
Esto es importante, porque al determinar si el 
espectro puntual y el espectro residual forman 
parte del semiplano izquierdo del plano complejo, 
implica convergencia uniforme en el caso de 
desigualdad estricta 
Del resultado anterior se derivó que el semigrupo 
(T(tnt>0  es uniformemente estable, sí y sólo 
sí, el cero no está en el espectro puntual Pa(A), ni 

en el espectro residual Ra (A) 
Como se mencionó en el caso anterior, si el cero 
no es parte de los espectros puntual y residual, 
entonces estamos en el caso de 5(A) menor que 
cero. En muchos de los problemas que se resolvió, 
analizar la presencia del cero en el espectro 
puntual y el espectro residual fue fundamental 
para determinar la convergencia uniforme del 
semigrupo. 

B. EN EL CASO NO HOMOGÉNEO (r(x) 
1. El Problema de Cauchy no homogéneo tiene 

soluciones generalizadas con comportamiento 
asintótico, si el semigrupo generado por el 
operador {T(t) }t >o, y F(.) sea una función 

p — periódica localmente integrable, tal que 

(i - T(p))f = g T(t - s)F (s)ds para algún 

f e xitonces la única solución p -periódica 

generalizada del Problema de Cauchy no 
homogéneo dada por 
u (t) = T (t) f -E f t  T(t — s)F(s)ds, e s 

o 
asintóticamente estable. 

En vista de que este trabajo de investigación es 
puramente teórico, sugerimos que en un trabajo 
posterior a éste, se aplique los resultados a problemas 
explícitos, además sería muy importante que con la 
aplicación de los métodos numéricos se haga un 
programa computacional con los cuales se pueda 
inferir y comprobar si las soluciones tienen 
comportamiento estable a partir del análisis del 
espectro de su generador. 

CONCLUSIONES 

En base a los resultados y/o discusiones realizadas se 
obtuvieron las siguientes conclusiones: 

El problema de Cauchy: Ç u(t)=  Au(0 donde 
u(0) = up  

A = (a. • 
u )nxn' ay 

E C y uo  E C71  

tiene soluciones u(.) estables, si A tiene valores 
propios con parte real negativa (equivalentemente 
los valores propios se encuentran en el semiplano 
izquierdo de los números complejos) 

El conjunto resolvente siempre se encuentra en el 
semiplano derecho de los números complejos. 

El semigrupo {T(0}„0  es uniformemente 
estable cuando S(A) < 0 y el espectro puntual 
aproximado Au (T (to)) está contenido en el 
círculo 121 < 1 para algún 

El semigrupo (7.  (t)}1.>0  no es estable, si 

O E Pa(A) U Ro-(A) 
Del mismo modo, bajo la misma condición, los 
semigrupos holomorfos no son uniformemente 
estables. 

Semigrupos uniformemente estables hacen que el 
problema de Cauchy no homogéneo presente 
soluciones asintóticamente estables. 
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